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A- Différents aspects du calcul : la place du calcul mental

1. qu'est-ce que savoir calculer ?
C'est d'abord savoir pourquoi calculer.

Les connaissances, sur un plan général, n'ont aucun intérêt si elles ne sont pas utilisables. En mathématiques, elles doivent servir à résoudre des problèmes, principale difficulté des élèves.
C'est ensuite savoir comment calculer

· choisir une méthode de calcul efficace 

· la maîtriser.

Ces deux points ne sont pas toujours indépendants. Illustration :
Exemple tiré des évaluations 6ème 2003 :

Xavier range dans un classeur les 50 photos prises pendant ses vacances. Chaque page contient 6 photos.

a- combien y aura-t-il de pages complètes ?
b- combien y-a-t-il de photos sur la page incomplète ?
Plusieurs résolutions sont possibles :

· schématiser des pages et des photos (dessin de 50 croix, des paquets de 6, puis il faut savoir compter jusqu'à 8)


dénombrement (CP)
· additionner les photos de 6 en 6 (6 + 6 + 6 ……. )

addition (CE1)

· encadrer par 2 multiples de 6 (6 x 8 = 48 ; 6 x 9 = 54, donc 8 pages complètes …..)  






table de multiplication par 6 (CE2)

· diviser par 6. Penser l'activité comme un problème de division

division (CM1)

Or, malgré ces différents niveaux, en plus des 10 à 15 % d'élèves ayant des difficultés de lecture de l'énoncé, on dénombre 35 à 40 % en difficulté sur la résolution du problème. Comme dans d'autres études, on constate chez les élèves français une frilosité, voire une incapacité à mobiliser les connaissances pour les investir dans la résolution. Nous avons le plus fort taux de non-réponse preuve d'une attitude de crainte face à l'erreur.

Ce constat nous amène à nous interroger sur 3 points :

· le sens des connaissances "utilisables" est-il construit ?

· les compétences en calcul interviennent-elles ?

· la relation à la résolution de problèmes est-elle en cause ?

2. Les moyens de calcul

	
	Calcul automatisé
	Calcul réfléchi ou raisonné

	
	Résultat exact
	Résultat approché

	calcul mental
	Résultats

Procédures
	Procédures construites

Choix des arrondis

	calcul écrit
	Techniques

opératoires
	Procédures construites

Choix des arrondis

	calcul instrumenté
	Calculs

usuels
	Exemple : trouver le quotient et le reste avec [(]

(Si [(] affiche 25,734253, comment trouver le quotient et le reste avec elle ?)


L'utilisation de la calculatrice peut conduire à des réflexions intéressantes. Elle n'est pas seulement mécanique.

3. Quelles priorités à l'heure des "machines" ?

Cette question revient à se demander :

· Quels sont les besoins en calcul du futur acteur social et professionnel ?

· Quels sont les besoins en calcul pour l'apprentissage des mathématiques

Le calcul mental est primordial dans les 2 cas (exemple : pour payer en euros, chacun réfléchit en francs. Il faut donc choisir son mode de conversion). Il devient un calcul d'usage dans la vie courante. S'il ne suffit pas (nombres trop grands, trop complexes…..), on sort …..sa calculatrice !! Qui pose encore les opérations (la division en particulier) selon les règles des techniques opératoires passées ?
Dans la vie courante, le calcul posé devient donc désuet. Alors :

· quelle place donne-t-on aux techniques opératoires  dans l'enseignement ?

· ne faut-il pas apprendre aux élèves à bien se servir d'une calculatrice ?

Six raisons pour une priorité au calcul mental :

· calcul d'usage, utile dans la vie ordinaire,
· indispensable pour le calcul posé,
· moyen privilégié de contrôle,
· calcul réfléchi : lien entre raisonnement et calcul (choix et mise en œuvre d'une procédure adaptée), utilisation des connaissances sur les nombres et les opérations sur les nombres. (Exemple : 25 x 12. L'élève doit regarder, imaginer la manière de s'y prendre, estimer ses compétences, choisir une procédure, décider, contrôler  ( ce processus exige beaucoup de concentration, de connaissances mathématiques).
· indispensable à l'acquisition de nouvelles connaissances, à leur représentation mentale. Exemple dans une situation de proportionnalité au cycle 3 : 4 articles coûtent 15 €, combien coûtent 28 ? Beaucoup de difficultés constatées. 4 ….. 15 €, prix de 8 ? Réponses nettement meilleures. Il ne s'agit donc pas de difficultés de proportionnalité, mais de l’incapacité à repérer rapidement le rapport entre 4 et 28.
· aide à la résolution de problèmes : ramener à un cas qui peut être traité mentalement (Exemple : un problème d'intervalles ramené à une main).
Le calcul posé nécessite un recentrage dans 2 directions :
· bonne maîtrise dans des cas dits "simples" (mais qui ne relèvent pas du calcul mental). Exemple 387 x 205. Si l'on sait effectuer ce type d'opération, il est inutile d'ajouter d'autres chiffres au multiplicateur.
· travail orienté vers la compréhension et la justification de ces techniques. Dans notre exemple (387 x 205), l'objectif essentiel, le véritable investissement, c'est de faire comprendre le processus : d'abord 387 x 200 (c.a.d. x 2 puis par 100) puis 387 x 5. La "virtuosité" n'est plus la priorité.
C'est pourquoi les nouveaux programmes donnent du temps pour comprendre les techniques. Leur apprentissage est l'aboutissement d'un travail de réflexion, de compréhension et non le point de départ.

Le calcul instrumenté :

· l'utilisation d'une machine ou d'un logiciel doit être contrôlée (avoir une approche du résultat)

· peut être une aide précieuse dans la résolution de problèmes (Exemple : pour les élèves en difficultés dans les techniques opératoires,l'emploi de la calculatrice leur permet de concentrer toute leur réflexion sur les problèmes à résoudre).
· apprentissage de certaines fonctionnalités (même sur les calculatrices les plus simples certaines ne sont pas connues : mémoire …..)

· la machine ou le logiciel devient, à son tour, source de problèmes (Exemple : afficher 3,451 sur la calculatrice. Avec uniquement la touche + de la calculatrice, comment faire afficher 7 ?)

B. L'apprentissage du calcul additif

Par calcul additif, Roland Charnay entend addition et soustraction.
Quelques grands repères importants (CP-CE1) :

1. Comment faire accéder les élèves à l'idée du calcul (situer la place du symbolisme) ?

2. Comment mettre en place la mémorisation du répertoire additif ?

3. Quels sont les appuis à travailler pour permettre aux élèves de faire du calcul réfléchi ?

1. L'accès au calcul

Dès la maternelle, importance des problèmes résolus sans les symboles + et – (Exemple : 4 pierres dans un sabot, 5 dans 1 autre, je mélange les 2. Combien de pierres ?)

Au départ, au CP, des problèmes ………  (Exemple : Dix dans la boite,  Cap Maths,   CP)

ATTENTION

Manipuler, c'est indispensable pour apprendre (à condition qu’il y ait nécessité d’anticiper). Exemple : la boite doit être fermée), mais ce peut être aussi un handicap si cette action tue le problème (Exemple : si la boite est ouverte, je compte les pions. Il n'y a donc plus de problème).
3 temps :

1. des solutions personnelles utilisant les connaissances disponibles. (Exemple : pour 3 jetons, 1 jeton ou 2 jetons  1. représenter des quantités et dénombrer ; 2. compter "en avant" à partir de …. ; 3. savoir que si l'on a un de plus c'est le nombre suivant, que 2 et 2 font 4 ……).

2. les mêmes problèmes, posés oralement. Exemple : dans la boîte j'ai …. jetons, j'en mets …….., j'en enlève ……. ; puis travail uniquement sur les nombres : 3 plus 2 ; quatre moins ….. 

3. les premiers résultats peuvent être codés symboliquement (Exemple : 2 et 2 c'est 4 ( 2 + 2 = 4), d'où un premier répertoire de résultats : L'AVENTURE DU CALCUL COMMENCE;

Synthèse :

Prendre le temps de construire à partir de problèmes pour mettre en place le langage (Exemple proposé par R. Charnay : 6 semaines de travail avant d'introduire le signe +). Trop souvent les manuels proposent l'inverse, c'est-à-dire le  langage symbolique comme point de départ. 

Problèmes




(





(
Explications
(

Procédures
Langage verbal puis symbolique

2. Vers la maîtrise du répertoire

Deux temps sont nécessaires ……………………  pour deux aspects :

- résultats jusqu'à 10



- reconstruire les résultats

- résultats jusqu'à 20



- mémoriser ou retrouver instantanément ces résultats

ATTENTION :

Bien distinguer le répertoire multiplicatif (Une seule solution : MEMORISER) et le répertoire additif pour lequel 2 types d'individus procèdent de manière différente :

- mémorisation systématique de tout le répertoire

- mémorisation partielle et reconstruction (Exemple : 8 + 7 = 15 parce que 7 + 7 = 14)
En classe, il est donc important de travailler pour les 2 catégories :

Temps 1

· représentation mentale des nombres (diversité), cardinale et ordinale. Imposer une seule représentation c'est un handicap pour certains élèves. Il faut travailler sur une diversité de représentations : constellations, doigts (représentation très porteuse d'informations. Exemple : montrer 6 c'est aussi afficher 5 et 1 ; c'est faciliter la tâche pour le complément à 10 (4 doigts pliés)…… Travailler sur une bande numérique en faisant bien apparaître les repères 5 et 10.

· les doubles : ce sont souvent les premières mémorisations

· ajout de 1 et nombre suivant (Exemple : j'en mets un dans la boite. Certains élèves trouvent le nouveau nombre grâce aux doigts, d'autres à l'aide de la file numérique, d'autres en écrivant les nombres …). L’objectif est la prise de conscience par les élèves du fait que ajouter 1 revient à dire le suivant.
· l'apprentissage de la commutativité est une compétence essentielle (Exemple : transformer 2 + 5 en 5 + 2 pour faciliter l'apprentissage par beaucoup d'élèves).

· relation avec 5

En résumé :

Structurer
(
Construire
(
Mémoriser
Temps 2

Exemple : 7 + 6. L'élève peut prendre appui sur :

· le comptage en avant mais il est peu économique, source d'erreurs, donc forcer son abandon

· le double : 6 + 6 puis 12 + 1

· le complément à 10 (de 7 à 10 il y a 3 et 10 + 3 = 13) mais il nécessite le choix de la décomposition de 6 en 3 + 3, parce que « 3 va bien avec 7 ».
· la relation à 5. 7 c'est 5 + 2 ; 6 c'est 5 + 1 ; puis 5 + 5 = 10 ; 2 + 1 = 3 ; 10 + 3 = 13

Une règle d'or : travailler à partir des stratégies proposées par les élèves.

Synthèse : les 3 piliers de la maîtrise du répertoire
Construction et reconstruction du résultat

(calcul réfléchi)


Organisation du répertoire


Propriétés

	
	5
	6
	7
	

	
	0 + 5

1 + 4

2 + 3

……
	0 + 6

1 + 5

2 + 4

……
	0 + 7

1 + 6

2 + 5

……
	


N.B. : Début CP, éviter la table de Pythagore (à utiliser à partir du CE1). Préférer l'organisation du tableau par les résultats.

Entrainement

Eviter la récitation des tables.
Mettre en évidence ce qui est su et ce qui reste à apprendre.
Interroger sur tous les aspects de la table : sommes, différences, compléments, décomposition. Exemple : 8 x 7, c'est savoir 8 x 7 = 56 ; mais aussi combien de fois 8 dans 56 ; combien de fois 7 dans 56 ; que 56 se décompose en 7 x 8 ………
Privilégier l'oral car, pour les tables, la mémorisation porte sur des mots. 

Utiliser des "jeux de calcul" qui invitent à être rapide.
La répétition est importante, mais elle ne suffit pas. Elle est l'aboutissement d'un travail. 

La mémorisation ou la capacité à produire instantanément un résultat :

· est un projet de longue haleine

· dépasse la seule maîtrise du répertoire : calcul sur dizaines, centaines entières ; complément à la dizaine supérieure ; complément d'une dizaine entière à la centaine supérieure ; sommes du type 0,3 + 0,4 ….. ; complément de 0,7 à 1 … ; calculs liés à la numération (40 + 7, 423 – 23, 2 + 0,5 …..) …. voir le document "calcul mental " sur le site Eduscol, à l'adresse :  http://www.eduscol.education.fr/index.php?./D0048/primacc.htm 
3. Le calcul réfléchi

Etape amorcée, en réalité, dès l'étape 1.

Le calcul réfléchi se caractérise par :

· la diversité des procédures. Exemple pour 32 + 9 :

( 2 + 9 = 11 ; 30 + 11 = 41
( 32 + 8 = 40 ; 40 + 1 = 41

( 31 + 9 = 40 ; 40 + 1 = 41
( 32 + 10 = 42 ; 42 – 1 = 41
( 31 + 1 + 9 = 31 + 10 = 41

Dans une séance de calcul réfléchi, il faut prendre son temps pour analyser les différentes procédures.

· la réflexion préalable autour d'un calcul, c'est-à-dire raisonner pour le remplacer par un calcul mental qui simplifiera.
Exemple 1 : calcul de 100 – 97. L'opération peut-être remplacée par : 

· de 97 pour aller à 100 ….. (équivalence, complément)

· je pars de 100, je recule de 3 (sens de la soustraction)

· l'utilisation de 10 – 3 (implicite : 90 + 10 – 3)

Exemple 2 : somme de plusieurs nombres 25 + 17 + 23 + 25

· repérer et regrouper les nombres "amis"

· connaître 25 + 25

· calculer 17 + 23

· calculer sur les dizaines

· le fait qu'aucune procédure n'est à privilégier. Le calcul réfléchi est un calcul personnel.

· l'importance de l'explicitation et de l'échange.

C. L'apprentissage du calcul multiplicatif
(Cette question n’a été abordée que très sommairement, faute de temps.)
Pour connaître les tables de multiplication, une seule solution : les avoir complètement mémorisées.

L'organisation de l'apprentissage se fait selon la difficulté de la table (2 et 5 en fin de CE1), et non dans l'ordre chronologique (x 2, x 3, x 4 ……).
Travailler sur les relations entre les tables. 
Exemple : après la table de 2, les tables de 4 et de 8 peuvent être reconstruites. 
Même remarque après la table de 3 pour 6 et 9. 
La seule n'ayant aucun lien avec les autres, donc a priori la plus difficile à mémoriser, c'est la table de 7. Mais, en réalité, il ne reste alors que 7 x 7 à apprendre. Tous les autres peuvent être retrouvés par commutativité (Exemple : 7 x 8 et 8 x 7 ….)

Une progression basée sur cette réflexion donnerait donc : x2, x5 (fin CE1), puis x 4, x 8 puis x 3, x6, x9 et enfin x 7.

Pour le calcul réfléchi sur la multiplication, s'appuyer, également, sur la diversité des procédures.
 Exemple 1 : "un de plus". Si je connais 5 x 7, alors je connais 6 x 7 car c'est 1 x 7 de plus

Exemple 2 : 25 x 12. 

Travail sur la distributivité (10 x 25 + 2 x 25) 

             
Décomposition multiplicative de l'un des 2 nombres : 25 x 12 = 25 x 4 x 3


   100 x 3 = 300

D. Calcul mental : 3 types de séances

· séances de mémorisation : ce qui compte c'est le résultat (Exemple : 8 x 7 = 56)

· séances orientées vers le calcul réfléchi : ce qui compte c'est le procédé
· séances portant sur la résolution de petits problèmes. Proposition : à partir du CE2, au moins 2 séances de ce type par quinzaine de travail
Plan de l'intervention


différents aspects du calcul : la place du calcul mental


l'apprentissage du calcul additif


l'apprentissage du calcul multiplicatif


3 types de séances de calcul mental
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